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Abstract In singularly perturbed systems such出 theBonhoeffer-van der Pol (BVP) neuronal model, there are 
characteristic phenomena s吋 1回 canards.In the two-dimensional BVP equations, theoretically impossible (chaotic) 
types of canards have been found by numerical computations. It has been shown that the lack of precision in numer-
ical computations generates such七heoreticallyimpossible orbits, since such orbits are no七generatedin high precision 
computation. In this study, we analyze relationship between accuracy of the numerical method and the canards 
in detail. Furthermore, we analyze canards in the three-dimensional system using the high precision computation 
library. 
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2. 1 Bonhoeffer-van der Pol方程式
2次元の特異摂動系の代表例として BVP方程式を考える：
J 3 
言＝X すー－y=:f(x,y) (la) 
1i ＝巾－b) =: g（川）川）















を用い刻み幅は h= 10-2とし，計算には double型変数（倍精
度）を用いた． δJIθx = 1-x2より，速いサブシステムの平衡
点（x-nullcline:dx/dt = 0なる曲線）の（速いサブシステムと
しての）安定性は， lxl< 1の場合は不安定， lxl> 1ならば安定
である．このことから，図1において， lxl> 1でのx-nullcline
を安定な枝と呼び，解軌道はこの安定な枝に近づくように動く．
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図1 BVP方程式において表 2に示したパラメタ値 b= Bn,0.1を用
いて計算したアヒル解 （i:= 0.1). 
アヒル解は不安定な枝に沿う部分を持つ解軌道である．
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(c）時間変化の様子













値ε＝0.01, b = Bg,o・01について， Runge-Kutta法の刻み幅を








値解法の精度が変化する． ε＝O.Qlとし，パラメタ b= B9, 
B14, B19, B25のそれぞれについて Runge”Kutta法の刻み幅








ると考えられる．つまり， b=Bgの場合には h= 10-2程度の
精度でほぼ正確な解が計算でき， b=B25の場合には h= 10 2 
程度の精度では正確な解が計算できないということである．
また， h= 10-2の刻み幅で解軌道を計算した場合，数値解
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(b = B9,o.01, c: = 0.01). 
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図4 Rung←Kutta法の刻み幅hが解軌道に与える影響（c:= 0.01と























ラメタを E:= 0.01, b = B2sとした．パラメタ値B2sは，不安
定な枝に十分長く沿って動く解となる（十分大きなアヒル解とな
る）パラメタである．解軌道の計算には， 4次の Runge-Kutta





な枝を離れる点を （x,y) = (xL, YL）とすると，安定な枝と不安
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図6 不安定な枝でのダイナミクスの理論計算（概念図）．










つかる点を （xo,Yo) = (-1, -2/3），解軌道が不安定な枝から離
れる点を （xn,Yn）とし，不安定な枝に沿う解軌道を η分割す
る．式（1）において， S三 ctと時間スケール変換を行うと，
dx 1 f x3 ¥ 
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dx x -b 






















ニ ＝X一ニ一一U一z十 le>dt 




生＝ε（x-bz) ＝：九（x，ν，z) (llc) 
dt 
で表される．ここで， O<c《 1である．拡張BVP方程式
は2次元の f田七サブシステム（lla,b）と 1次元の slowサブシ
ステム（llc）で構成され， x,yを速い変数， zを遅い変数と呼
ぶ．速いサブシステムの平衡点の集合を 53Dと表す：









ι，εニ l:ikck (13) 









値 Iext（α＝2.0,b = 1.0，η＝ 1.0, c = 0.001). 
n In,0.001 
1 -0.4708741907 0514174611 .. 
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(a) y-x平面














けるアヒル解（α＝2.0, b = 1.0，η＝ 1.0,lext = h,c = 0.001) 
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(a) z-x平面 (b) z-x平面（拡大図）
図8 変数の精度200bit（有効桁数約60桁）の計算による拡張BVP
方程式におけるアヒル解 （a=2.0,b = 1.0，η＝ 1.0, Iext = 
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(a）時間変化の様子 (b) z-x平面
図9 拡張BVP方程式におけるカオス的振動 （a= 3.0, b = 1.0，η＝ 
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発生することが示されている（7］.そのときのパラメタは















値 Iext(a= 3.0, b = 1.0，η＝ 0.13, c = 0.01). 
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図 10 拡張 BVP方程式におけるアヒル解（α＝3.0,b = 1.0，η＝ 
0.13,£ = 0.01,Iext = h,0.01• h,0.01) 
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(e) Iext = I3,0.0l• z-x平面拡大図
